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Abstract 

Dans ce travail on decrit les algebres de Lie quasi-filiformes de rang 
non nul. De plus, on rappelle et corrige la classification des algebres de Lie 
filiformes admettant un tore de derivations, ainsi que la liste des algebres 
graduees naturellement et quasi-filiformes. 



1 Introduction 

Soit Q une algebre de Lie nilpotente de dimension n et nilindice m, elle est na- 
turellement filtree par la suite centrale descendante: 



01 = =^ 02 = [0,0] 2 03 = [02,0] 2 ■■■ 2 Sk+i = [0fc,0] 2 ■■■ 2 0m+l = {0} 

On pent alors associer une algebre de Lie graduee, notee par gr{g), et dcfinie 
par: 

m m 
z=l S'+l ^=l 

Oil le crochet est donne par: 

[X + , Y + = [X, Y] + yx e vr e 9, 

On dit que g est une algebre du type {pi, . . . ,Pm} si dim = pi. Remarquons 
que gr{g) est du meme type que g. 



Definition 1 Une algebre de Lie nilpotente de dimension n est dite filiforme si 
son nilindice est n — 1, c'est-d-dire si elle est du type {2, 1, 1, . . . , 1} 
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On en deduit que I'algebre graduee d'une algebre filiforme est aussi filiforme. 

Definition 2 Une algebre g est graduee naturellement quand elle est isomorphe 
a grfl. 

Une algebre de Lie g graduee naturellement peut alors se decomposer de la 
forme g = Wi © ® ■ • ■ ® Wm oh les Wi = verifient [Wi, = Wi+j pour 
i + i < m. 

La classification des algebres de Lie filiformes graduees naturellement est due 
a Vergne [7 . 

Theoreme 1 Toute algebre de Lie filiforme et graduee naturellement est iso- 
morphe a une des algebres suivantes: 

1. Ln (n > 3) definie dans la base {Xq, Xi, . . . , Xn-i} par: 

[Xo,X,] l<i<n-2. 
(les crochets non ecrits etant nuls, exceptes ceux decoulant de I'antisymetrie) 

2. Qn {n — 2r7i, to > 3) definie dans la base {Xq, Xi, . . . , X„_i} par: 

[Xo,X,]= X,+i, l<i<n-3, 

[Xj,X„_j_i] = i-iy-^Xr^-l, 1 < j < TO - L 

En consequence, sauf isomorphisme,il existe deux algebres filiformes graduees 
naturellement de dimension paire y une seule algebre filiforme graduee naturelle- 
ment de dimension impaire. 

Proposition 1 Soit g une algebre de Lie filiforme de dimension n ad- 
mettant une derivation diagonale f non nulle. II existe alors une base de Q, 
{Yq,Yi, . . . ,Yn-i}, formee de vecteurs propres de f dont les crochets verifient 
I'un des cas suivants: 

1. 9 = Ln, n > 3 

[Yo,Y,]^Y,+i, l<i<n-2 

2. A';^{ai,...,at-i), n>3,t= 2<k<n-3 

[Yo,Y^^Y,+i, l<t<n-2, 

[Yi, Yj] = a^jYi+j+k-i, ^ <i < j, i+j<n-k 

3- 5 = Qn, n — 2to, TO > 3 

[Yo,Y,]^Y,+i, l<i<n-3, 
[Y,,Yn-j-i] = {-ly-^Yn-i, 1 < j < TO - 1 
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4- B = B^iiai, . . . , at-i), n = 2m, m > 3, t = 2<k<n-3 

[Yn,Y,]=Y,+i, l<i<n-3, 

[Y,,Yn-j-i] = i-iy-^Yn-u 1 < j < m - 1, 

[Fi, Fi+i] = aiY2i+k, I < i <t - 1, 

[Yi,Yj] = aijYi+j+k-i, l<«<j, i + j<n-k-l 

oil (ai, . . . , at-i) sont des parametres verifiant les relations polynomiales decoulant 
des identites de Jacobi et les contantes aij verifient le systeme: 

ai,i = 0, 

— + Q-ij'+l- 

De plus, si Xq et Ai representent les valeurs propres de f associees respective- 
ment aux vecteurs propres Yq et Yi , alors f prend, dans chacun des cas, la forme 
diagonale suivante: 

1. f ^ diag(Ao, Ai, Ao + Ai, 2Ao + Ai, . . . , (n - 2)Ao + Ai) 

2. f ^ diag(Ao, fcAo, (fc + l)Ao, (fc + 2)Ao, ...,{n + k- 2)Ao) 

5. / - diag(Ao, Ai, Ao + Ai, 2Ao + Ai, . . . , (n - 3)Ao + Ai, (n - 3)Ao + 2Ai) 

^. / - diag(Ao, fcAo, (fc + l)Ao, (fc + 2)Ao, . . . , (n + fc - 3)Ao, (n + 2fc - 3)Ao) 

Remarque 1 Dans la reference j^, on considere aussi les algehres C„(ai, . . . , ara-2) 
oil n — 2m, definies dans la base {Yq, Yi, . . . , Yn-i} par: 

[Yo,Y^=Y,+i, l<t<n-3, 
[Y„Yn-^-i] = i-iyYn-i, l<z<m-l, 

[Y^,Y„-(2k+l)-,] = i-iy+^akYn-i, l<t<m-k-l, l<k<m-2. 

II existe un changement de variable tel que ces algebres adoptent la meme forme 
avec ai = ■ ■ ■ — am-2 = 0. En effet, pour eliminer le parametre ai, il suffit de 
faire le changement de variable suivant: 

Zo = Yq, 
Zi=Yi + ^Ys, 

Zi+i = [Zq, Z.i], 1 < z < 71 - 3, 

Zn-l = Yn-i, 

et, de plus, si aj+i — ■ ■ ■ — q„i_2 — 0, le changement de variable Yi ^ Yi + 
^Yi^2j pour i = I, . . . ,n — 2 — 2j, nous permet annuler le parametre aj. 
On en conclut que les algebres Cn sont isomorphes a (5„; desormais les algebres 
de la forme Cn ne sont pas de rang 1 mais de rang 2. 

Le but de ce travail est de donner la classification des algebres quasi-filiformes 
de rang non nul. 
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2 Algebres de Lie quasi-filiformes et bases adaptees 

De fagon analogue a Vergne, ont ete obtenues les algebres de Lie graduees na- 
turellement et quasi-filiformes que Ton definit ci-dessous [2]. 

Definition 3 Soit q une algehre nilpotente de dimension n, on dit que q es 
quasi- filiforme si son niUndice est n — 2. 

Si une algebre g est quasi- filiforme, en suivant les notations precedentes, il 
existe deux possibilites: 

1. Soit 2 est du type ti = {pi = 3,p2 = 1,P3 = 1, ■ • • ,Pn-2 = !}■ 

2. Soit est du type U = {pi = 2,p2 = = l,Pr 2,j3,.+i = 
1, ■ • ■ ,Pn-2 1} ou r e {2, . . . ,n - 2}. 

Proposition 2 Soit q une algebre de Lie quasi- filiforme graduee naturelle- 
ment de dimension n et du type t^ om r G {1, . . . , n — 2}. II existe alors une base 
homogene {Xq, Xi,X2, . . . , X„_i} de q avec Xq et Xi dans W\, Xi g Wi pour 
i € {2, . . . , n — 2} et Xn-i G Wr dans laquelle g est une des algebres decrites 
ci-dessous. 

1. Q est du type ti 

(a) L„-i©C (71 > 4) 

[Xo,X,]^ X,+i, l<i<n-3. 

(b) Qn-i © C {n>7,n impair) 

[Xo,X,]^X,+i, l<z<n-4, 

[x„ x„_,_2] = i-iy-^Xn-2, 1 < i < 

2. g est du type t^ oil r ^ {2, . . . , rt — 2} 

(a) n>5,r impair, 3 < r < 2[i^] - 1 



[Xa,X,] = X^+i, i = l,...,n-3 

[Xi, Xr-i] = {—ly ^Xn-i, i = I, ■ ■ ■ , ^-Y- 

(b) On.r! n > 7, n impair, r impair, 3 < r < n — 4 

[Xo,Xi\ = X^+i, i = l,...,n-A 

[Xi, Xr-i] — (—1)' ^Xn-1, i = 1, . . . , ^^Y' 

[Xi, Xn-2-i] — ^Xn_2, i = 1, . . . , ^^^^ 

(c) ^n,n-4', n > 7, n impair 

[Xo,Xi] = Xi+i, i = l,...,n-! 

[Xo,X„_3] = Xn-2, 
[Xq, Xn-l] = Xn-3, 

[Xi, Xn-4-i] = {—i)^^^Xn-l, 1=1,..., 
[Xi, Xn^3-i] = ( — 1)'^"^ "~2~^' "^»-3; i — 1, . . . , 

[X„X„_2-d = i-iyil-l)^^Xn^2, i^2,...,^ 
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(d) Tn^n„3; n > 6, n pair 

[Xa,X,]=X^+t, i=l,...,n-4 

[Xi^ Xn-Z-i] = { — '^y ^Xn-1, Z = 1, . . . , 2^^^ 

[Xi, Xn-2-i] = i—^)^ ^ "2 ^' "^"-2, i = 1, . . . , ^^^Y^ 





= Xi+i, 


i = 


1,2,3,4,5,6 


[Xq, Xs] 


= Xq, 


[X2 


, Xs\ — —3X7 


[Xi , X4] 


= Xs, 


[Xi 


, X^] = 2Xq, 


[Xi,X(i] 




[X2 


, X3] = —Xs, 


[X2 , X4] 




[X2 


, X^] = -Xj. 



(f) «9,5 



(9) '^Is 



(h) €. 



[Xq, Xi] 


— Xi+i, 


i = 1,2, 


3,4,5,6 


[Xq, Xs] 


^Xq, 


[^2,^8] 


= -X7 


[Xi , X4] 


^Xs, 


[^1,^5] 


-2^6, 


[^1,^6] 


= Xj, 


[^2,^3] 


= -^8 


[X2,Xi] 


= ^Xq, 


[^2,^5] 


= ^7, 


{X3, -^4] 


^ -2X7. 






[Xq, Xi] 


= XiJ^i, 


i = 1,2, 


3,4,5,6 


[Xq,Xs = 


= Xq, 


[Xi,Xi] 




[^1,^5] 


-2^6, 


[^2,^3] 


= -^8 


[^2,^4] 


= —Xq, 


[^2,^5] 


-2X7, 


[^3,^4] 


= -3X7. 






[Xq, Xi] 


= Xi+i, 


i = 1,2,; 


3,4 


[Xq, Xq] 


= Xi, 


[^2,^6] 




[Xl,X2] 


= Xq, 


[^1,^3] 


= Xt^, 


[Xi,Xi] 


= x^. 







On en deduit qu'il n'y a pas d'algebres quasi- filifornies du type i2- 

Remarque 2 L'algebre £g_g ne se touve pas dans la classification En effet, 
quand on cherche les algehres de dimension 9 ayant une derivation diagonale de 
la forme diag(l, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 5), on obtient facilement trois algehres speciales, 
isomorphes respectivement d €g £g ^ et (Sg.g. De plus, cette algebre est d'une 
importance considerable dans le probleme de rigidite fS^. 

Corollaire 1 Soit g une algebre de Lie quasi-filiforme graduee naturellement 
de dimension n . Alors, grg est isomorphe a I'une des algebres de la proposition 
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C^j denotent les constantes de structure de cette algebre dans la base oil 

I'a definie. II existe alors une base {Xq, Xi, ■ ■ ■ , Xn-i} de g telle que: 

[Xo, X,] - E^ZqI C^^^Xk e 0.+1, 1 < * < Ti - 3, 

{X^,X,] - EVo Cl.Xk e l<i<] <n-2-i, 

[X,, Xn-i] - Y.lZl Cfn-iXk e g^+r, 1 < z < n - 2 - r, 

[X„Xn-2]^0, 0<i<n-l, 

et, de plus: 

1. 5i grg ~ © 

[Xo,X,]= X^+i, l<z<n-3, 



2. Si grg ~ 0„_i 



3. Si grg ~ £n,r, 



i. Si grg ~ £}n,z, 



5. Si grg ~ Tn,n- 



6. Si grg ~ Tn,n-3; 



[Xo,X,]=X,+i, l<i<n-A, 

[Xl, Xn-2] = Xn-2, 



[Xo,Xi] = Xi+i, i = l,...,n-3 

[Xi, Xr-l] — Xn-1, 



[Xo,Xi] ^ Xi+i, i = l,...,n-A 

[Xi,Xr-l] = Xn-1, 
[Xl, Xn-3] ~ Xn-2, 



[Xq, Xi] = Xi+i, i = 1, . . . ,n - 5 

[Xq, Xn-3] = Xn-2, 
[Xq, Xn-l] = Xn-3, 
[Xl, Xn-5] = Xn-1 



[Xo,Xi]= Xi+i, i = l,...,n-4: 

[Xq, Xn-l] = Xn-2, 
[Xi, Xn-4] = Xn-l, 



7. 5zgrg~ avec j € {1,2,3}, 



[Xo,X,]= X,+i, i = 1,2,3,4,5,6 
[Xi, X4] = Xs, 



8. Si grg ~ €7,3, 

La base {Xq, Xi,X2, ■ ■ ■ , Xn-i} ainsi definie est appelee base adaptee. 



[Xo,X,]=X,+i, I = 1,2,3, A 

[Xi, X2] = ^6- 
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3 Classification des algebres de Lie quasi-filiformes 
de rang non nul 

Rappelons qu'un tore maximal de derivations de q est une sous algebre abelienne 
maximale de I'algebre des derivations Der{Q) formee de derivations ad-diagonalisables 
[5]. Tous ces tores maximaux sont conjugues par automorphismes, ce qui per- 
met de definir le rang d'une algebre de Lie comme la dimension commune des 
tores maximaux de q. 

Theoreme 2 Soit q une algebre de Lie quasi-filiforme de dimension n ad- 
mettant une derivation diagonale f non nulle. II existe alors une base de Q, 
{Yo,Yi, . . . ,Yn-i}, formee de vecteurs propres de f dont les crochets verifient 
I'un des cas suivants: 

1. Si grg ~ £n-i ©C (n > 4), 

(a) = L„_i ©C 

f dw5(Ao, Ai, Ao + Ai, 2Ao + Ai, . . . , (n - 3)Ao + Ai, A„_i) 
g = ^J;_i(ai,...,at_i)©C, < = 2<fc<n-4 

[ro,r,] = r,+i, i<i<n-3, 

[Y,Y^+i] = a^Y2^+k, l<i<t~l, 

[Yi,Yj] = atjYi+j+k-i, 1 < i < j, i+j<n-k-l, 

f diag{Xo,kXo, {k + l)Ao, {k + 2)Ao, . . . ,{k + n~ 3)Ao, A„_i) 

(c) = L„-i ffiiC {2<l<n~3) 

[Yq,Y^ =Y+i, l<i<n-3, 
[Y„Yn-i] =K,+j_2, l<i<n-l, 

f - diag{Xo, Ai, Aq + Ai, 2Ao + Ai, . . . , (n - 3)Ao + Ai,ZAo) 

("d; = Aj;_i(ai,...,at_i)©,C t = 2<k<n-4 2<l< 

n — 3 

[Yo,Y^^Y,+i, l<z<n-3, 
[Yi,Yn-i] = I < i <n ~ I, 

[Y„Y,+i] = a,Y2^+k, l<t<t-l, 
[Yi,Yj] = OijYi+j+k-i, I <i < j, i + j < n - k ~ 1, 

f ^ diag{Xo, kXo, {k + l)Ao, (fc + 2)Ao, . . . ,{k + n - 3)Ao, IXq) 

2. Si grg ~ © C {n>7,n impair), 
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(a) = Q„-i®C 

[Yo,Yi\=Y,+u l<i<n-A, 
Ya-^-l] = {-iy-'Y„_2, l<i<^, 

f ~ diag{Xo, Ai, Aq+Ai, 2Ao+Ai, . . . , (n-4)Ao+Ai, (n-4)Ao+2Ai, A„_i) 

(b) Q = B^_^{ai,...,at-i)®C t = ^^i^ 2<k<n-b 

[YQ,Yi]=Yi+i, l<i<n-4, 

[Yi,Yn-i-2\ = {-iy-'Yn-2, l<l<^, 

\Yi, Yi+i] = aiY2i+k-i, 1 < i < i - 1, 

Yj] = aijYi+j+k-i, ^<i<3, i + j <n-k-2, 

f ~ diag{Xo, kXo, (A;+l)Ao, (fc+2)Ao, . . . , (n-4+A;)Ao, (n-4+2fc)Ao, A„_i) 

(c) 3 = Qn-i®iC 2 < Z < n - 4 
[Yo,Yi\=Yi+i, l<i<n-4, 

2 



[Y^,Yn^^^2] = {-iy-^Yn-2, 1 < Z < ""^ 



[y„r„_i] = i<i<n-i-'s, 

f - diag{Xo, Ai, Ao+Ai, 2Ao+Ai, . . . , (n-4)Ao+Ai, (n-4)Ao+2Ai, ZAq) 

(d) 3 = B^_^{ai,...,at-i)®fC t = ^^^^ 2<k<n-5, 2<l< 
n - 4 

[Yo,Yi\=Yi+r, l<i<n-4, 

[Y,,Yn^,^2] = {-lY-^Yn-2, l<i<^, 

[r„ r,+i] = a^Y2,+k, l<i<t-l, 

K> ^j] = ai,jYi+j+k-i, 1 < « < i, i+j <n-k-2, 

[Yi, Yn-i] =Yi+i, l<i<n-l-3, 

f ~ diag{Xo, kXo, {k+l)Xo, {k+2)Xo, {n-4+k)Xo, (n-4+2fc)Ao, IXq) 

(e) 3 = Qn-i®\<C 2<l<n-A 

[Yo,Yi]=Yi+r, l<i<n-A, 

[Y,,Yn-r-2] = {-ir-^Yr,-2, l<i< 
\Yo, Yn-l] = Yn-2, 

[Yi,Yn-i]=Yi+i, l<i<n-l-3, 
f ~ diag{Xo, (3Xo, (fc+l)Ao, (/3+2)Ao, . . . , (n-4+/3)Ao, (n-4+2/3)Ao, (n-5+2/3)Ao) 

(f) 3 = Qn-l®'C 

[Yo,Yi\=Yi+u l<i<n-4, 

2 



n—S 
2 ' 



[Yi, y„_i_2] = (-i)^-iy„_2, 1 < i < ^ 



[Yq, Yn-i] — Yn-2, 

f ~ diag{Xo, Ai, Aq+Ai, 2Ao+Ai, • • • , (n-4)AoAi, (n-4)Ao+2Ai, (n-5)Ao+2Ai) 
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(g) g = B'^_^{ai,...,at-i)®^C t = ^^=^ 2<k<n-5 
[Yo,Yi\ = Yi+r, l<i<n-4, 



n — 3 

2 ' 



[Yi,Yn-^-2] = i-iy-'Y„^2, l<i< 

[Yi,Y,+i] = a,Y2i+k, l<i<t-l, 
K> ^i] = ai,jYi+j+k-i, 1 < i < i, i + j<n-k-2, 

[Yq, Yn-l] = Yn-2, 

f ~ diag{Xo, kXo, (fc+l)Ao, (fc+2)Ao, . . . , (n-4+A;)Ao, (n-4+2fc)Ao, (n-5+2A;)Ao) 
3. Si grfl ~ £„,t (n > 5, r impair, 3 < r < 2[^] - 1), 

(a) g = ii„,t 

[^o,^i] = ^i+i, i = l,...,n-3, 

[yi,y,_i] = (-iy-iF„_i, i = l,...,^ 

/ ~ rfm3(Ao, Ai, Ao + Ai , 2Ao + Ai , . . . , (n - 3)Ao + Ai, (r - 2)Ao + 2Ai) 

(b) fl = e:*,,(ai,...,at_i), 2<fc<n-4, t=[ii^] 



[Fo,!*] i = l,...,n-3 

+ ai,r-ii^r+fe-i szA:<n-r-l, 1=1,...,^-^ 
(-l)^-iy„_i sik>n-r-l, i = l,...,^ 

[Yt,Y,+i] = aiY2i+k, z=l,...,t-l 

[Fi, Yj] = tti^jYi+j+k-i, l<i<j<n-l, r^i + j<n-k-l, 

\Yi, Yn-i] = Y2k+r+i-2, i = 1, . . . , u - r - 2k 

f ~ diag{Xo, kXo, (l + fc)Ao, (2 + A;)Ao, . . . , (n-3 + A;)Ao, (r-2 + 2fc)Ao) 
(c)3 = ^l„ l<k<[^] 

[Yo,Y^^Y+i, z = l,...,n-3 

[Yi,Yr-,] = i-iy-'Yn-i, i=l,...,^ 
[Yi,Yn-i] = Y2k+r+i-i, i = l,...,n-r-2k-l 

1 3 5 2n — 5 

/ ~ diag{Xo, {k+-)Xo, {k+-)Xo, {k+-)Xo, {k+^—)Xo, (r-l+2A;)Ao) 

4- Si gvQ ~ £2n,t {n > 7, n impair, r impair, 3 < r < n — 4), 
fa; = Q„,t 

[yo,li]=Fi+i, i = l,...,n-A 

i — lxr ■ 1 r— 1 



[yi,y,_i] = (-i)^-iy„_i, 



[y„ y„_2-,] = (-i)^-iy„_2, i = i, . . . , V 

/ ~ diag{Xo, Ai, Aq+Ai, 2Ao+Ai, . . . , (n-4)Ao+Ai, (n-4)Ao+2Ai, (r-2)Ao+2Ai) 
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(h) = (ai,. .. ,Q!t-i), 2<k<n-h, t 



{n—k—l 1 



[Yo,Yi\=Yi+r, z = l,...,n-4 



(-1)' '^Yn-i + ai^r-iYr+k-i sik < n - r - 2, i = l,...,^ 
{-iy~^Yn-i sik>n-r-2, i = l,...,^ 



n—3 
' 2 



[yi,y„_2_i] = (-iy-iy„_2, i = i,... 

= ai5^2z+fc, z = l,...,t-l 

[Fi, Yj] = ajjFj+j+fe-i, l<i<j<n-l, r + j <n- 

\Yi, y„_i] = Y2k+r+i-2-, i = l,...,n-r-2k-l 

f ~ diag{Xo, kXo, {l+k)Xo, (2+fc)Ao, . . . , (n-4+A:)Ao, (n-4+2fc)Ao, (r-2+2A;)Ao) 

(c)8 = dl,, l<k<[^] 

[Yo,Y^=Y,+i, i = l,...,n-4 



[Yi,Yr-i] = i-iy-'Y^-i, z = l,...,^ 

[Yi,Yr,-2-i] = {-iy-'Yn-2, i = l,.. ^ 



■ ' 2 

[yi,y„_i] =Y2k+r+i-i, i = l,...,n-r-2k-2 

1 3 5 2n — 7 

f ~ dm5(Ao, (fc+-)Ao, (fc+-)Ao, (fc+-)Ao, . . . , )Ao, (n+2fc-3)Ao, (r+2fc-l)Ao) 

5. Si grg ~ 'Jn,n-4 ('T' > 7, nimpair), 

(a) 3 = 1n,n-4 

[yo,yi\ = yi+i, i = i,...,n-5 

[^0) ^n-s] = 5^n-2, 

1^1, Yn-A-i] — {~^y~^Yn-l, i = 1, . . . , 2^ 

n— 5 



[Fi, y„_2-i] = (-!)''(/ - i)^^y„-2, * = 2, . . . , 



/ ~ diag{\o, Ai, Ao+Ai. 2Ao+Ai, . . . , (n-5)Ao+Ai, (n-5)Ao+2Ai, (n-4)Ao+2Ai, (n-6)Ao+2Ai) 
(b) g = @l,{a,,...,at.,), 2 < fc < n - 6, t = [i^] 

[Yo,Y,]=Y+i, i = l,...,n-5 

[Yo,Yn-3] = Yn-2, 
[Yo,Yn-^_]=Yn-3, 

[Yi,y„„i] = y„_2 sik = 2 

[Yi, Yn-i-i] = (-i)^-iy„_i, i = l,...,^ 

[y^, y„_3_i] = (-iy-i2^=2iy„_3, i = i, . . . , 

[y , y„_2-i] = {-iy{i - i)2^y„_2, i = i,...,^, 

\Yi,Yi+i\ = aiY2i+k, i = l,...,t-l 

\Yi, Yj] = ttijYi+j+k-i, l<i<j<n-2, i + j<n-k-3 

f ~ diag{Xo, kXo, {l+k)Xo, (2+fc)Ao, . . . , (n-5+A;)Ao, (n-5+2fc)Ao, (n-4+2A;)Ao, (n-6+2fc)Ao) 
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6. Si grfl ~ Tn,n-3 {n > 6, npair), 
(a) Q = T„,„_3 



[Yo,Yi]=Y,+u i = l,...,n-4 

[^0, ^-l] = yn-2, 

[Yi, y„_3-,] = i = 1, . . . , 



n—4 



[y^, y„_2_i] = (-i)'-i2i^y„_2, i = i, . . . , 4^ 



/ ~ diag{Xo, Ai, Aq+Ai, 2Ao+Ai, . . . , (n-4)Ao+Ai, (n-4)Ao+2Ai, (n-5)Ao+2Ai) 
(b) = Sjl,{au...,at-i), 2<k<n-5, t = [li^^] 

[Yo,Yi]=Y,+u i = l,...,n-4 

[Yq, Yn-l] = Yn-2, 

[Yi, Yn-3-i] = {—^y~^Yn-l, ^ 1 = 1,..., 

[Yi,Yn-2-i] = ( — 1)'""^ "~2~^' ^n-2; i = 1, . ■ . , 

[Yi,Yi+i] = aiY2t+k, i = l,...,t-l 

[Yi, Yj] = ai^jYi+j+k-i , l<i<j<n-2, i + j<n-k-2 

f - diag{Xo, kXo, (l+A:)Ao, (2+fc)Ao, . . . , (n-4+A;)Ao, (n-4+2A;)Ao, (n-5+2fc)Ao) 

7. Si grg ~ €^ 5 a/ors g ~ (B^ ^ 

[Fo,yi] =yi+i, i = 1,2,3,4,5,6 
[Yo,Y8]=Ye, [y2,i^8] = -3y7, 

[yi,y4] = y8, [yi,n] = 2y6, 
[yi,y6] = 3y7, [y2,y3] = -y8, 
[Y2,Y4 = -Ye, [y2,y5] = -y7, 

/ ~ diag{Xo, Ao, 2Ao, 3Ao, 4Ao, 5Ao, 6Ao, 7Ao, 5Ao) 

8. Si grg ~ €^_5 alors g ~ (S^ ^ 



[yo,Y^ 


— Yi+i, 


1 = 1,2, 


3,4,5,6 


[Yo,Ys] 


^Ye, 


[Y2,Ys] 


^-Yy, 


[Yi,Yi] 


= Ys, 


[Yi,Y,] 


^2Ye, 


[Yi,Ye] 


^Yr, 


[Y2,Y3]-- 


= -Y8, 


[Y2,Y4 


= -Ye, 


[Y2,Y,]: 


= Y7, 


[Y3,Y4 


= -2Yr, 







f ~ diag{Xo, Aq, 2Ao, 3Ao, 4Ao, 5Ao, 6Ao, 7Ao, 5Ao) 
9. Si giQ ~ e|,5 alors q ~ (£9,5 

[yo,y.] = y;+i, i = 1,2,3,4,5,6 

[yo,y8 = y6, [yi,y4] = y8, 

[yi,y5] = 2y6, [y2,y3] = -y8, 

[y2,y4] = -y6, [y2,y5] = 2y7, 
[y3,y4] = -3y7, 

/ ~ diag{Xo, Aq, 2Ao, 3Ao, 4Ao, 5Ao, 6Ao, 7Ao, 5Ao) 
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10. Si grg ~ (£7^3 alors q 



I - «7,3 








= Y,+u 




[Yo,Ye] 




[Y2M = 


[Yi,Y2] 


= Y<,, 




[YiM 







/ ~ diag{Xo, Aq, 2Ao, 3Ao, 4Ao, 5Ao, SAq) 



Les parametres {ai, . . . ,at-i) verifient les relations polynomiales decoulant des 
identites de Jacobi et les contantes atj verifient le systeme: 

= 0, 

o-i,] = + aij--|_i. 

Dans la demonstration du theoreme, on souligne les cas ou grg est isomorphe 
a ® C et a grg ~ ,., pour les autres cas la methode est analogue. 
Demonstration. Supposons que q est du type ti, alors son algebre graduee 
est isomorphe a £n-i ® C ou bien a On-i © C. 

Soit / une derivation diagonale de q et considerons {Xq, Xi, . . . , X„_i} une base 
adaptce dc g. On pcut trouvcr trois vcctcurs propres de /, notes lo)^i)^-i) 
n'appartenant pas a I'algebre derivee et tels que: 

n-2 

lXn-1 + CqXq + CiXi + ^ CiXi, 

i=2 
n-2 

Yo = a„_iX„_i + aoXo + a\X\ + a,Xj, 

i=2 
n-2 

Yi = bn-iXn-1 + boXo + biXi + ^ biXi, 

i=2 



avec 

Cn-l On-1 bn-1 

det I Co flQ &0 I 7^ 0. 

Cl ai 61 

On pent alors choisir Yq et Fi de facon que A = det [ "° ^° ) soit non nul. 

di 0- ' 



Quand grg est isomorphe a &n-^ ® C, on pose: 



n-2 

Fi+i = [Yo, Yi] = (ao6i - aibo)X,+i + ^ 7^+1^?=' i = 1, . . . , n - 3 

fe=i+2 

On on dcduit que {Yq, Yi, . . . , Yn-i} est une base de vecteurs propres de /. Si 
A„_i, Aq, Ai sont les valeurs propres de / associees respectivement aux vecteurs 
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proprcs Yn-i,YQ,Yi, alors Yi est un vecteur propre de / avec valeur propre 
{i — l)Ao + Ai pour i = 1, . . . ,n — 2. 

La matrice de changement de variable de la base adaptee {X„_i, Xq, Xi, . . . , Xn-2} 
a la base de vecteurs propres de /, {V^-i, Yo,Yi,. . . , Yn-2}, est la suivante: 



/ C„_i ttn-l bn-l 

Co ao bo 
C\ a\ h\ 



\ 



\ 



On remarquc que le determinant de cette matrice est non nul et on calcule les 
crochets restants dans la base de vecteurs propres {y^_i, Yq, Y\, . . . , Yn-2}- 
Comme [Yq, Yn-i] G fl3 et / est une derivation, on peut supposer que [Yq, Yn-i] = 
en faisant, si necessaire, un changement de variable sur Yn-i ■ Par ailleurs, 
appartient aussi a Q3 alors: 

ri-2 

[Y,,Yn-i]=Y,d'yi 

i=3 

En imposant que / est une derivation, on obticnt que: 

[{i - l)Xo - Xn-iW = i = 3,...,n-2 
Si on considere en plus les conditions de Jacobi on trouve les cas suivants: 

a) Lorsque An_i = ZAo pour un certain I £ {2, ... ,n — 3}, on obtient: 

[Yj,Yr,-i] = Yi+j_2, l<j<n-l, 
K-,y„_i] = 0, n-l + l<j <n-2. 

b) Si la condition anterieure ne se verifie pas on trouve que: 

K-,y„_i]=0, l<j<n-2. 



Dans ce dernier cas g est dc la forme g'oC ou gr{Q') est isomorphc a L„_i puis, 
en utilisant des arguments similaires, on deduit que q' est isomorphe a L„-i ou 
bien elle est du type Par contre, dans le premier cas on obtient que g est 

d'une des formes ® ou ^^_i(ai, . . . , at-i) ©;C, precisees dans I'enonce 
du theoreme. 

Quand grg est isomorphe a 0n-i © C, le meme changement de variable et 
une demonstration analogue nous permettent de deduire les rcsultats. 

Supposons maintenant que g est du type tr avec r G {3, . . . , n — 2}. Si 
/ est une derivation diagonale de q et {Xo,Xi, . . . ,Xn-i} une base adaptee 
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alors on pcut trouvcr deux vccteurs propres de /, denotes par Yq et Yi, qui 
n'appartiennent pas a I'algebre derivee et verifiant: 



71-1 



Yo = aoXo + aiXi + ^ ajXj, 

n-l 

Yi = boXo + hXi + J2 biXi, 



i=2 



avec 



A = det ( °° ^ 1 ^ 0. 



ai 6i 

On pent supposer que ao = 1. 

Quand grg est isomorphe a -Cn.t) on pose: 



Fi+i = [Yo,Yi] i = l,...,n-3 
y„_i = [YuYr-l] 



et done: 



Yi = AXi+ J2 i = 2,...,r-l, 

k=i+l 

n-2 

Yi = AXi+ i = r + l,...,n-2, 

k=i+l 

n-2 

Yr = A(X,+aiX„_i)+ J2 ^r^k, 



fe=r+l 

n-2 

= A{boXr + biXn-l)+ ^rXk- 

k=r+l 

La matrice de changement de base de {Xq, Xi,. . . , Xr-i, Xr, Xn-i,Xr+i, ■ ■ ■ , Xn-2} 
a [Yo, Yi,..., Yr-i, Yr, y„_i, F^+i, • • • , est la suivante: 



/ 1 60 
ai bi 



\ 



A A5o 
Aai A61 



A / 
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{Yq, Yi, . . . , Yn-i} est unc base dc vecteurs propres de /, si Aq et Ai reprcsentcnt 
respectivement les valeurs propres associees aux vecteurs Yq et Fi alors, dans 
cette base, / est de la forme: 

/ - dmg(Ao, Ai, Ao + Ai, 2Ao + Ai, . . . , (n - 3)Ao + Ai, (r - 2)Ao + 2Ai) 

On calcule les crochets dans cette nouvelle base: 

[Yo,Yn-2]=0, 

[yo,rn-il - I Q sir = n-2 ■ 

Si r ^ n — 2, on impose que / est une derivation: 

/([Fo, = [(r-l)Ao+2A.] [Yo, ^ { ^f^^ _ ^fj^^ , ^ , _ _ _ ^ ^ 

Si 2 < i < r - 1: 

n-i-i ( 6o(Ai - Ao) = 

[Yi,Y{\ = boYi+i+ ^ dkY,+k ^ I dk{Xi-kXo)=0 pour k = 2, . . . ,n - i - 2 

k=2 [ dn-i-lXo = 

Si r < i < n - 3: 

[n , y,] = boYi+, + g I ^"^("^^'^ _ ^"5^^^^ p^^^ fc = 2, . . . , n - 

[yi,F„_2] = 



Si 2 < i < 2:^: 



k=2 

Sil<i<j<n-leti + j<r-l: 

VI V / /ife(Ai - fcAo) = pour k = 2, . . . ,n - i - j - 1 

[Yi,Yj\ - ^ I /,„_^_^.Ao = 

Si 1 < i < j < n - 1 et i + j > r + 1: 

n—i—j — l 

\Yi,Yj]= ^ /ifcYfe+i+j-i ^ /ifc(Ai - fcAo) = Opowr fc = 2, . . . ,n - i - j - 1 

fe=2 
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Si 1 < 2 < n - 1: 

71 — i—r 

[Yi,Yn-i]^ ^ piYi+i+r-2 ^ Pi{'2\i - IXq) ^ Opourl ^ 3, . . . ,n - i - r 

1=3 

Ces calculs nous font envisager difFerentes possibilites, en considerant, en 
plus, les conditions de Jacobi. 

1. Si Ai = Ao, il sufRt dc fairc Ic changcmcnt de variable Yi Yi — 
boYo, y„_i Yn-i — boYr pour trouver I'algebre £,n.,v 

2. Si Ao = 0, on peut supposer Ai = 1 et il existe un changement de variable 
avec lequel on obtient I'algebre £n,r- 

3. Si Ai = fcAo avec 2 < fc < n — 4, on obtient une algebre du type 
£*^,(ai,...,af_i) out = [^]. 

4. Si 2Ai ~ {2k + l)Ao avec 1 < A: < [ "~^~^ ], on obtient une algebre du type 

- Kr- 

Dans le reste des cas, le meme changement de variable nous permet d'obtenir 
les families d'algebres decrites dans le theoreme [2j ■ 

Remarque 3 Sauf isomorphisme, il y a seulement deux algebres quasi- filiformes 
de rang 3, respectivement isomorphes a £n-i (B C et a Qn-i ffi C. 

Les algebres quasi-filiformes de rang 2 sont £n,t; Qn.t; 2^n,n-4; 2^n,n-3 ou 
bien de la forme \lb[ \lcl \2b[ \ 2c\ d'apres la terminologie du theoreme [H 

Les algebres quasi-filiformes de rang 1 sont €g ^, £g ^, 2;|,5, €7.3 ou bien cor- 
respondent a un des algebres du type IMIM \M\M\M\4^\4^\M\M decrites 
dans le theoreme [H 
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